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Riassunto. Presentiamo un teorema di esistenza di soluzioni positive per un 
problema al contorno relativo ad un’equazione semilineare con crescita critica su un 
aperto contraibile del gruppo di Heisenberg. 


Abstract. We give an existence theorem for a boundary value problem re- 
lated to a semilinear equation with critical exponent on contractible domains of the 
Heisenberg group. 


NOTA: I risultati presentati in questo seminario sono stati ottenuti in collabo- 
razione con il Prof. E. Lanconelli. 
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1 Introduzione 


Sia Agr il Laplaciano di Kohn sul gruppo di Heisenberg H" e sia Q = 2n+2 la dimensione 
omogenea di H". Consideriamo il problema di Dirichlet semilineare a crescita critica 


RETE — inQ 
u>0 inQ (1.1) 
u=0 in 09 


In [LU]-[U] è stato dimostrato che (1.1) non ha soluzioni deboli se A è un semispazio. 
Questo risultato permette di dare una completa caratterizzazione dei livelli di compat- 
tezza delle successioni di Palais-Smale relative a (1.1). Come esempio di applicazione, in 
questo seminario mostriamo che esistono domini contraibili Q di H" per i quali il pro- 
blema (1.1) ammette soluzioni. In questo modo estendiamo al contesto del gruppo di 
Heisenberg un risultato di Ding [D] relativo al Laplaciano classico. 

Il problema al contorno a crescita critica 


-Au= ui inQ 
u>0 in Q (1.2) 
u=0 in 00 


su domini limitati Q di R, è stato intensamente studiato. Nel 1965 Pohozaev [Po] ha 
dimostrato che (1.2) non ha soluzioni se è stellato. D’altra parte, come osservato da 
Kazdan e Warner [KW], (1.2) ha soluzione (radiale) su una corona sferica. Inoltre, nel 
1984, Coron [Co] ha mostrato che (1.2) è risolubile su domini con “buchi sufficientemente 
piccoli” congetturando che lo stesso risultato valga su qualsiasi dominio non contraibile. 
Tale congettura è stata verificata per N = 3 da Bahri e Coron [BC] nel 1988; in [BC] 
gli autori provano (per qualunque N > 3) che (1.2) ha soluzione se 9 ha almeno un 
gruppo di omologia non banale. Infine, nel 1989, Ding [D] (si veda anche Passaseo [P]) 
ha dimostrato che esistono domini contraibili sui quali (1.2) ha soluzione. In questo 
modo, Ding ha evidenziato che la solubilità’ di (1.2) non dipende solo dalla topologia ma 
anche dalla geometria del dominio Q. 

Molti dei risultati sopracitati sono stati estesi al contesto subellittico del gruppo di 
Heisenberg. Infatti, nel 1992 Garofalo e Lanconelli [GL2] hanno dimostrato alcune note- 
voli identita’ integrali di tipo Rellich-Pohozaev e con esse hanno provato la non esistenza 
di soluzioni di (1.1) su domini “H"-stellati”; inoltre hanno esteso il risultato di Kazdan- 
Warner. Nel 1995, Citti [C1] ha dimostrato una formula di rappresentazione per le 
successioni di Palais-Smale relative ad equazioni come quella in (1.1) e, grazie ad essa, 
ha esteso un risultato classico di Brezis e Nirenberg [BN] sull’equazione critica “pertur- 
bata”. Il teorema di rappresentazione in [C1] mostrava la compattezza delle successioni 


di Palais-Smale ai livelli £ €]0, cd (essendo S la miglior costante per l’immersione di 
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Sobolev SÌ + LA, cfr. (2.13)). I recenti risultati in [LU]-[U] consentono di miglio- 
rare questo teorema e ottenere compattezza a livelli più alti. In questo modo Citti in 
[C2] riesce ad estendere il risultato di Bahri-Coron al problema (1.1) e noi riusciamo ad 
estendere il risultato di Ding. Cercheremo soluzioni deboli di (1.1) come punti critici del 
funzionale 


J:S(Q)+R, Ju)= 3 / [veul È. (1.3) 
Q 


Rimandiamo al paragrafo 2 per le notazioni usate qui e nel seguito. Per i nostri scopi, il 
teorema di rappresentazione di Citti si può ora migliorare nel modo seguente. 


Teorema 1.1 Sia N un dominio connesso limitato e H-piatto di H" e sia (uz) una 
successione non negativa in S3(9) tale che 
J(u,) +2>0 e dJ(u) +0 perk++o00. 

Allora esistono uo € Si(2), m successioni (È,4),..., (Em,k) in Q e m successioni 
(A1,4); +3 (Am,k) in R* (m € NU {0}) tali che (a meno di sottosuccessioni) si abbia 

i) ur=uo+t ; 3a Uxiuitia + o(1) per k + +00, in So(H"), 
dove U\g sono le ben note soluzioni di (1.1) su tutto H" definite in (2.10); 

i) JI(u)=J(vo)+ mi + 0(1) per k + +00; 

ii) dJI(u)=0; 

iu) dix + +00 per k + +00, per ogni 1 = 1,...,m. 
La definizione precisa di domini H-piatti è data nel paragrafo 2. In sostanza, si tratta di 
domini di classe C? abbastanza schiacciati nei punti caratteristici; questa sembra essere 


una naturale condizione di regolarità nel senso della struttura intrinseca del gruppo di 
Heisenberg. 


Corollario 1.2 Nelle ipotesi del Teorema 1.1, se { € R* x {mÉ}meno allora esiste 
uo € S3(9) » {0} tale che dJ(uo) = 0, cioè uo è soluzione debole di (1.1) in ©. Inoltre, 


se l et 25É1, allora ux + uo fortemente in S3(0). 


Osserviamo che, nel Teorema 1.1, £ non può stare in ]0, si poichè d/(uo) = 0 e uo #0 


implicano J(o) > ss 


perturbata”, i risultati di non esistenza in [LU]-[U] diventano essenziali. 
Grazie al Corollario 1.2, proveremo il seguente teorema. 


. Pertanto, quando si cercano soluzioni dell’equazione critica “non 


Teorema 1.3 Sia n € N, n > 2. Esistono un dominio limitato contraibile O di H" e 
una soluzione debole u di (1.1) in Q. 


Nota: i risultati esposti in questo seminario sono stati ottenuti in collaborazione con 


il Prof. E. Lanconelli. 
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2 Notazionie richiami 


Il gruppo di Heisenberg H", i cui punti saranno denotati con E = (2,1) = (7,y,t), è il 
gruppo di Lie (R?"+!, 0) con legge di composizione definita da 


E0€=(2+2,t+#+2((2,4)— (2,9) 
dove ( , ) denota il prodotto interno in R”. Il Laplaciano di Kohn su H" è l'operatore 
Ap = x (XK; +7) 
j=1 
dove 
Xj = dx; +2yj50, Y;= 0; — 25; 
per tutti i j € {1,... ,n}. Poniamo 
Vi al SESTRI, AI 
Un naturale gruppo di dilatazioni su H" è dato da 
Sx(€) = (Az, A°t), A>0. (2.1) 

Il determinante Jacobiano di 6) è A? dove 

Q=2n 4 2 


è la dimensione omogenea di H". L'operatore Ayn è invariante per le traslazioni a sinistra 
di H" e omogeneo di grado 2 per le dilatazioni $\. Più precisamente, se poniamo 


te(E) = fol (2.2) 


si ha 
Agn (u (o) Te) = (Agnu) oTE) Agn (u (e) da) = A°(Agnu) (e) dr. 


Un importante analogia fra il Laplaciano di Kohn ed il classico operatore di Laplace 
consiste nel fatto che la soluzione fondamentale per —Agn con il polo in zero è data da 


[F] 
slo 
I(é) Ss d(é)Q-? ’ 
dove cq è un’opportuna costante positiva e 
d(é) = (lz] +42)/4. (2.3) 


Inoltre, se definiamo d(é,€)= d(€70€), allora d è una distanza su H* (si veda [Cy] per 
una prova completa di questa affermazione). Indichiamo con Bi(é,r) il d-disco di centro 
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€ e raggio r. Grazie all’invarianza a sinistra della distanza d, si ha 7e(B4(0,r)) = Ba(é,r). 
Inoltre, poichè d è omogenea di grado 1 per le dilatazioni d\, si ha anche d\(Bi(0,7)) = 
Ba(0, Ar) e |Ba(€,r)| = r|Ba(0,1)|. Qui | - | denota la misura di Lebesgue su R?"+!. 
Ricordiamo anche che la misura di Lebesgue è una misura di Haar su H”. 

Un ruolo cruciale nell’analisi funzionale sul gruppo di Heisenberg è giocato dalla 
seguente disuguaglianza di tipo Sobolev: 


lella. < clVanplli = Vo e CH") (2.4) 
dove 


«.__2Q 
e=723 (2.5) 


e c è una costante positiva. Se { è un aperto di H", denotiamo con 5!(0) lo spazio di 
Sobolev delle funzioni u € L?"(9) tali che Vgnu € L?(0). La norma in 5!(9) è data da 


lu a = |lullo- + ||Var lla. (2.6) 


Indichiamo con S}(9) la chiusura di C$°(9) rispetto a (2.6). Grazie a (2.4), questa norma 
è equivalente in 5S}(0) a quella generata dal prodotto interno 


(u,v)si = IIZACO! 
Q 


L’esponente Q* in (2.5) è l’esponente di Sobolev critico per Apr poichè, anche quando 
è limitato, l'immersione continua 


SQ) > L°" (9) (2.7) 


non è compatta. 
Una soluzione debole del problema (1.1) è una funzione u € S3(9), u > 0, tale che 


ii (Vinu, Vino) = J u9-19 Ve SUO). (2.8) 
Q Q 


Osserviamo esplicitamente che, per ogni u, € S3(2), u > 0, si ha ud € D(0). 

Infatti € L35(9), udd € L3# (9) e a + Sil = 1. Osserviamo anche che ogni 

soluzione classica di (1.1) soddisfa (2.8) poichè XX = —X; e Y = -Y,, per j = 1,...,n. 
Se Q = H”, una soluzione di (1.1) è la seguente funzione di classe C®: 


= Z EE. TOA 2.9 
VO) = UE) = TT TTS® (2.9) 
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dove co è un’opportuna costante. Inoltre ogni soluzione debole di (1.1) con N = H” è del 
tipo 


Uxe = x (e) di (e) Teli (2.10) 


per opportuni A > 0 e £ € H". Questo profondo risultato di Jerison e Lee [JL] è l'analogo 
per il Laplaciano di Kohn di un famoso risultato di Talenti [T] relativo all’operatore di 
Laplace classico. 
Oltre al funzionale J introdotto in (1.3) consideriamo il quoziente di Sobolev 
Vi 2 
K:S(Q)- {0} 4R, K(u)= Deli (2.11) 
(74 Q* 


È facile verificare che K è di classe C! e per ogni u,h € S}(Q), u#0, 


dE (u)h = 2lull3? J (Viu, Van h) — 2/|Vimul[i]lu]{39"=* J hlul®"sgn(u). (2.12) 
Q Q 


La miglior costante nell’immersione di Sobolev (2.7) è data da 


s= (2.13) 


inf 
S$(2)»{0} 
È standard riconoscere che S è una costante positiva che non dipende da Q. Inoltre le 


uniche funzioni u € Sj tali che K(u) = S sono quelle definite in (2.10) (cfr. [JL]). Si ha 
poi, essendo d/(U)= 0, 


[Van Ul: = ST, |Ullo:=S®®, K(0)=S, JU)= 


(2.14) 


os 


Sia @ un dominio regolare limitato di H", sia &o € 00 e sia 9 = 0 una equazione 
locale di 992 in un intorno di £0, cioè p : Ba(Éo, R) + R, p(é) = 0 per £ € INN Bi(6o, R), 
(é) > 0 per é EN Bi(É0, R) , con il gradiente Euclideo di 4 sempre diverso da 0. Si 
dice che & è un punto caratteristico se Van (é0) = 0. Si dice che Q è H-piatto se ha 
bordo di classe C'? e per ogni punto caratteristico & si ha 


IHP(£0) = 0. 
Qui 979(É) denota la forma quadratica associata alla matrice Hessiana di 4 lungo i 


campi X; e Y;, cioè 


2n 
(ao(60)(2) = YO (ZiZ;p(to))ziz; 
igj=1 
dove (Z1,..., Zan) = (X1,--- Xn... ,Yn) = Vin. La nozione di dominio H-piatto 
è stata introdotta da Citti in [C2] e sembra essere una naturale condizione di regolarità 
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per un dominio £ di H": citando [C2], Q H-piatto significa che 00 ha in ogni punto un 
piano tangente nel senso della distanza di Heisenberg. Chiaramente, ogni dominio C? 
senza punti caratteristici è H-piatto (per esempio il dominio À; ottenuto dalla corona 
cilindrica As = {(z,t) € H"|0<s<|z|<1- s,ft|< 1} smussando gli spigoli, non 
ha punti caratteristici). I dischi metrici B4(É,r) sono un notevole esempio di domini 
H-piatti che possiedono punti caratteristici. Nel cercare i punti caratteristici, è intuitivo 
utilizzare la seguente condizione necessaria: se É è un punto caratteristico di 09 allora 
la retta uscente da É ortogonale e incidente all’asse t deve essere tangente a 00 in &o. 
Infatti se p = 0 è un equazione locale di 00 in éo allora Vr (É0) = 0 implica 


0= (Var (É0), 20) 


= > (o,;(dx;9(É0) + 2v0,5A(E0)) + yo,; (0; e(É0) — 2r0,jAt(É0))) 


j=1 
= (V:p(É0); 20), 


cioè (20,0) L Ve(Éo) dove Vel(éo) genera lo spazio ortogonale a 09 in éo. Utilizzando 
questa semplice condizione geometrica si verifica immediatamente, per esempio, che i 
domini A, citati sopra non hanno punti caratteristici. 


3. Prova del Teorema 1.3 
Fissiamo n € N, n > 2. Oltre alla notazione € = (z,t) = (2,y,t) per i punti £ € H", 
denoteremo anche £ = (2,...Tn,Vi,--- :Yn) e É = (2,1) = (11; #,t). Poniamo 

A= {gf € H"]|:|<1,|t]<1}, A4*={g € H°]]z|=1,kt|<1}, 


1 1 l 1 1 
B={geH"]l:|<5,}l<3}, B°={teH"]l1=3.l<3} 


Per piccoli e, s > 0 definiamo 


As= {fe H"|s<]|z|<1-s;jt]<1}, K.= {fe H"|0<z1<1,||<e} 


Q= As Ke. (3.1) 


Supporremo che sia possibile smussare Q,s per ottenere un dominio H-piatto Bua tale 
che 


26,23 (@ des (@ (PEPE (3.2) 


Questa operazione di smussamento non è, per il momento, ancora stata formalizzata. 
Sembra però abbastanza ragionevole: infatti un dominio ottenuto da Q.,, smussando gli 
spigoli può avere punti caratteristici solo “vicino” a (10,1) e (1;0,—-1); pertanto basterà 
“schiacciare” il dominio in prossimità di quei punti in modo da renderli H-piatti. Il 
seguente teorema è il risultato principale di questo seminario. 
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Teorema 3.1 Esiste so > 0 tale che per ogni s €]0, so[ esiste es > 0 tale che per ogni 
€ €]0,es[ esiste una soluzione debole uo di (1.1) in As. 


Osservazione 3.2 In realtà la soluzione uo nel Teorema 8.1 è anche soluzione classica 
2 
di -Amnu= u9 (cfr. [LU]). 


Osservazione 3.3 Das è un dominio contraibile. Pertanto, il Teorema 1.3 segue 
immediatamente dal Teorema 3.1. 


Seguiremo le linee della dimostrazione di Ding [D]. Cominciamo con alcune definizioni. 
Per piccoli e,s > 0 poniamo 77., Fs, Fo : [0,+00[+ [0,1], 


= per t € [0, €] 
n.(t)= |=€t-1 perte [e,2e] 
= per t € [2e, +00[ 


=0 per t € [0,s]U [1 — s, +00[ 
= gl 
7() = 17 sUlt-1 perte lea 
=1 per t € [25, î] 
= ql perte [î,1-s] 
= per t € [0, î] 
Fo(t)= j=4(1-t1) perte [î,1] 


=0 per t € [1, +00[ 
Definiamo quindi le seguenti funzioni “cut-off”: n.,0,00,0: H"° + [0,1], 
me(€) = Me(I8)), 0s(6)=Ts(l2]), 006) =Follz]), 9(6) = 7o(Itl). 


Poniamo anche n.(é) = T.(l8)), 0:(6) = #i(Iz)), c0(6) = To(lzl), #(0) = #i(It)). 
Richiamiamo ora (2.10) e poniamo 


Ue,sr,g1 = Neo50Ux,gi, Use = 030Uxgi, Uo,r,g = 000Ux e. 


Nel seguito lavoreremo sullo spazio di Sobolev 53. Pertanto indichiamo semplicemente 
con || - || la norma in Sì: ||u]| := ||Vinu]|2. Poniamo, per ogni dominio Q, 


X(9) = {ue S6(2) » {0} |u> 0}, M(Q)= {ue S(9)]]lu]|=1} 


(2) = X(Q) N M(OQ). 
Poniamo anche ù 


R:X(0) + D(0), Ru) = 77. 
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Osserviamo che Uz,s,\,g1 E X(Le,s)} Usa E X(As), Von E X(A). 
Oltre ai funzionali J e K introdotti in (1.3) e (2.11) definiamo, per ogni dominio 
limitato A di H", 


F:830) +", F)= | Vul) de (3.3) 
Q 


È facile verificare che F è di classe C! e 


dF(u)h=2 J E(Vamu(£), Van h(6))dE  Vu,h € SUO). (3.4) 
a 


Inoltre, se A C B(0,r), allora 
dF(u)]| < 2rllull vue Si(O). . (3.5) 
Poniamo ora 
ta =-} perte[-1,-3] 
B:[-1,1]+ pal p(i)=<=t per t € [3,3 
=}  pertel3,1] 
=(2,6() perlz’l<3 
= (#60) perlele Bi) 


b:A+ B, x = | 


Per ogni A* > A > 0 poniamo anche a),xe : A+ [A, A*], 


w_ ]SA per |2'| < } 
Mae = {° X°+2(A* — A)(|29|-1) per |2] € [1,1] 


Definiamo ora 
he,s,A,A° : A =» X(Ae,s); he,spae(£) Cai Ue,s,0,3° (E'),.b(£')> 
Aes A° = {f È C(A, X(Q,4)) Î fia se he,s,),A° 4°, 


— vi Ù 
Burg » oe Rs, K(f(€)). 


Osserviamo che h.,s,),)* è continua e quindi, per (3.2), fe,s,x,\1 E Azs,A)* 
La seguente proposizione è un passo cruciale nella prova del Teorema 3.1. Estendiamo 
al contesto del gruppo di Heisenberg un risultato di Coron [Co, Lemme 1]. 


Proposizione 3.4 Sia Il un dominio regolare limitato e sia V un aperto di H" tale che 
A CV. Allora esiste a > 0 tale che 


F({u € M(Q)| K(u) < S+a}) CV. 
Qui S è la costante di Sobolev definita in (2.13). 
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La nostra prova è basata sui seguenti risultati. 


Teorema 3.5 (Ekeland [E, Theorem 1.1]) Sia (M, 0) uno spazio metrico completo e sia 
E :M + RU{+00} inferiormente semicontinua, £ +00, inferiormente limitata. Per 
ogni e,d > 0 e per ogni v € M tali che E(v)<e+ inf E, esiste u € M tale che 


E(u)<E(v), o(u,v)<6, E(u)<E(w)+ zo(u,) Vw € M « {u}. 


Lemma 3.6 Sia Q un dominio regolare limitato di H"” e sia (ux) una successione in 


SI(0) tale che 
Q 


J(ux) + >, dJ(u) + 0. 
Allora esistono Ax > 0 e &x € O tali che (a meno di sottosuccessioni) 
dh + +00, lux 2A Ux,.gx || +0. 


Il Lemma 3.6 è una formula di rappresentazione per successioni di Palais-Smale che 
possono cambiare segno. Può essere dimostrata ragionando esattamente come in [C1]. 
Dimostrazione della Proposizione 3.4 Esistono r > 0 e o > 0 tali che 


QC B(0,r)=: Bo, Q0:={geH" | d(£,9) < 20} CV. (3.6) 
Ponendo 
op , 
d= min{5» & (3.7) 
si ha 


(v € M(Q),u € S0(9), |u— vl < 6, F() EH" V) > (F(u) e H" 9). (3.8) 


Infatti, per il teorema del valor medio e per (3.5), esistono w € [u,v] tali che |F(u) — 
F(O)| < |dF(w)I]]u— vl] < 2rhollju — vl < 2r6(Ikto — ol + [lol) < 2r8($+1) < c'e 
richiamando (3.6) otteniamo (3.8). Ragioniamo ora per assurdo, supponendo che esista 
una successione (vx) in M(Q) tale che 


F(v) €HNV, K(w)<S+ DI (3.9) 


Se prolunghiamo K in 0 ponendo K (0) = S (cfr. (2.13)), X risulta inferiormente semi- 
continua in 55(9). Pertanto, per il Teorema 3.5 esiste una successione (ux) in 53(9) tale 


che 


K(ux) < K(ve), (3.10) 
lux e) 079] < ò, (3.11) 


K(ux) < K(w) + pl — wi vw e S!(0). (3.12) 
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Poichè vx € M(Q), da (3.8), (3.9) e (3.11) otteniamo immediatamente 
F(ux) € H" x I, (3.13) 
ell -11< 6. (3.14) 
Inoltre (3.9) e (3.10) danno 5 = sù K < K(ux) < K(vx) < S++. Quindi 


K(ug) + S. (3.15) 


Scegliendo w = ux + th in (3.12), per t < 0 e h € Si(Q), otteniamo dK(ux)h = 
limio- Ettore) < IMI. Poichè —dK(ux)h = dK(ux)(-h) si ha [dK(ux)h] £ Lal è 
ricaviamo fnfine 


dK(ux) +0. (3.16) 


n -2 
Ora, ponendo gx = la 3°Iualle* , Wi = Qxux, si verifica facilmente che J(&) = Kt 


e ||dJ(wa)]| = E (ue) 7° ||ue]||dK(ve)]| (cfr. (2.12)). Pertanto, da (3.14), (3.15) e (3.16), 
si ottiene 


Ss} 
J(x) + ©’ dJ(u,) +0. (3.17) 
Dunque, per il Lemma 3.6, esistono Ax > 0 e Ex € Q tali che 
Un -—Ux,.éxr * 0, (3.18) 
Ma + +00, & +6 € NE Bo (3.19) 


(Bo è stato definito in (3.6)). D'altra parte abbiamo 


/ &|Vin Un, (€)|"dé = Af / E(VanU|? 0 da, 0 Tp_1)(6)dE 


= J (re, 0 8,-1)(E)Vam U(6)}Pde 
Say 7 1Bo (3.20) 


4 / tolVamU(6)PdE (per (3.19) 
Hn 
= 5% (cfr. (2.14). 


Da (3.18) e (3.20) segue facilmente che F(ux) + 53€. Richiamando (3.15) otteniamo 
F(&x 


+ Éo. Dunque, per k grandi, si ha 
K(uk) 


[ol + fl] EEE | <o 


\F(ux) — fo = Melo? POR iù | £ [Iuall CA K(u x 
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per (3.14) e (3.7). Poichè &o € A, questo contraddice (3.13). 
0 
Grazie alla Proposizione 3.4 proveremo il seguente risultato. 
Proposizione 3.7 Per ogni s > 0 piccolo, esiste a, > 0 tale che per ogni e > 0 piccolo 
e per ogni i" > A > 0 si ha 
Les A,A° > Ss + As. 


Lemma 3.8 Siano e, s > 0 piccoli, A* > A> 0. Per ogni f € Ac,s,A,Ae esiste fo E A tale 
che 

fav (SEO = 0. 

Hr 
Dimostrazione Poniamo Ao = {z € R?®"||z| < 1} e, per brevità, h = hesige € 
A=Ac,s,),)*. Richiamando (2.9) e la definizione di A, si verifica che 


Vir (h(8*))(6) = —Van(h(-24,8))(-2,t) Vee A,vé e H° (3.21) 


Per ogni f € A definiamo 


dr:%0 + R®, 0/(2)= f Vf OP. 
Hn 
Osserviamo che ®; € C(Ao, R?") per la continuità di f e F. Ragioniamo ora per assurdo 
e supponiamo che esista f € A tale che ®;(2°) # 0 per ogni 2’ € Ao. Allora 0 € 
R?"  ®;(0Ao) ed il grado di Brower deg(®;, 40,0) = 0. Poichè f|a* = h|a-» abbiamo 


D sla = Dalaso- Pertanto, per il teorema di Rouché, (si veda, ad esempio, [Pi, pag.164]), 
si ha 


deg(®n, Ao,0) = deg(8;, 40,0) = 0. (3.22) 


D'altra parte, per (3.21), per ogni 2’ € dA si ha 


Dale) = / «lv (=, 0PRAE = — f 17m (#02) 


Hr Hr 


=- fave MAR = (2). 


Hr 


Pertanto, per il teorema di Borsuk (cfr. [Pi, pag.170]), deg(®,, Ao, 0) è un intero dispari. 
Questo contraddice (3.22) e prova il lemma. 

O 

Dimostrazione della Proposizione 3.7 Sia V = {f € H"|z # 0}. Fissiamo s > 0 e 
scegliamo un dominio regolare O tale che Az COCQCV. Grazie alla Proposizione 3.4 
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esiste a, > 0 tale che F({u € M(Q)| K(u) < S + a}) C V. Fissiamo ora anche €, A, A* 
e, per brevità, denotiamo A = he,s e, A_= AgggA gt € £ = Les Aa Pe il Lemma 3.8, per 
ogni f € A esiste €; € A tale che 


F(R(f(€5))) = IF(ENIM?F(F(E)) € A V. 


Poichè R(f(É;)) € M(d5.5) C M(Qe,s) C M(As) C M(Q), ne viene che K(R(f(É;)))> 
S+ a;. Pertanto 


max K(f(6)) > K(f(€))= A(R(f(É,)))> Sta, V.EA 


E'EA 
e infine otteniamo 
L= inf max K(f(£)) > S+as. 
SEA GEA 
O 


Lemma 3.9 Per un piccolo do > 0 risulta 


alia (lim (lim (Sup [E (Uxxag) = SD) = (32) 
lim ( sup (lim( RA |K(Ucsae) — S))) = (3.24) 


A++00 s€]0,$0[ e+0+ &€B 


Dimostrazione È conseguenza di K(Uyg) = S (cfr. (2.14)), essendo Ux,s\,g appros- 
simazioni di U\g. Diamo solo uno schema della prova. Per piccoli s > 0 e per ogni 
A*>A>0, si ha 


sup [WaUrarlla = eo Usnele| -0, pere+0*. (3.25) 
e'€B,re[A,A*] 


Infatti ||VimUc.s,,e — Van Ussella < Il(Me — 1)VamUs,s.erlla + Use Var (me — 1)ll2 e 


cs [= Use Sdf n= 40, pere+0, 
&'eB,r€[A,A*] 


1 


ip |uxeVa me -DIb sd [Wars (Me — DIA) < af ef) ì 
A 


g'eB,re[A,A*] 


2n-23 


< Persa € A||zi}< 2e}|)? =ce 7 +0, pere+0*, 
poichè n > 2. È facile vedere che 


sup WUssrello- — |WUsnello| +0 pere + ot (3.26) 
e eB,re[AA*] 
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Inoltre si ha inf Usrelloo > cc > 0, su Usrello < +00, 
verifi a Manella sg Lelo 
sup ||VinUsre]| < +00. Pertanto, da (3.25) e (3.26) ricaviamo 
8 €B,rE[AA°] 
sup |K(Ussre)- K(Usse)] +0, pere +0t. (3.27) 
'EB,r€[A,A*] 
Ragionando come sopra si vede che 
sup |K(Us,.e) — K(Uone)] +0, pers 0% VAi>0. (3.28) 
ceB 
Usando (2.14) e richiamando (2.9) non è difficile ottenere che sup [Van Uso ella — 
© €B*,s€]0,50[ 
2Q Qu? sie 
S#|+0, sup Usnello- — S| +0, per A + +00, e quindi ricavare 
£'€B*,5€]0,So[ 
sup |K(Usa,e)- S| +0, perA+ +00. (3.29) 
E €B*,s€]0,60[ 
Allo stesso modo si vede che 
sup |K(Uon,e) — S| +0, per A + +00. (3.30) 
é'eB 


Unendo (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) si ottengono (3.23) e (3.24). 
O 


Lemma 3.10 Esistono A > 0 e so > 0 tali che per ogni s €JO, so[ esistono €, > 0 e 
As > A tali che per ogni e €]0, es[ si ha 


SS ax E (hesar,(€)) <lsaa, < 288. 


Dimostrazione Per (3.29) e (3.23), esiste A > 0 tale che 


IK(Ur,r.e) = S|< 


lg Vr>)A (3.31) 


sup 
£'€B*,7€]0,S0[ 


ed esiste so > 0 tale che per ogni s €]0, so[ esiste €, > 0 tale che 


sup K(Uz,sng)<29S Ve €]o,6s1l. (3.32) 
é'eB 


Fissiamo ora s €]0, so[. Grazie alla Proposizione 3.7 esiste a, > 0 tale che 


Eshe è Sta, Wes sì (3.33) 
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Inoltre, per (3.24) esistono À; > A e €5,2 > 0 tali che 


sup |K(Uxsa,e) - S|< 0 Ve €]0, €s2l. (3.34) 
é'eB* 


Per (3.27) esiste poi £;,3 > 0 tale che 


231 


sup |K(Ue,s,r,e) — K(Usre)] < 
 €B,re[A,Ai] 


S Ve E]0,esgl (3.35) 


Poniamo ora es = min{€,1) €5,2:€5,3} e fissiamo e €]0,es[. Da (3.31) e (3.35) otteniamo 


sup K(Uesre) < 295. Dunque, per ogni € € A tale che 3 < |] < 1 si ha 
e'eB*,rE[A,A,] 


K(hesAAs(É)) < 235. D'altra parte, se |2'| < 3, allora a,,(€) = A e (3.32) implica 
K(hesAgs(£)) < 235. Pertanto 


max K(he,saa.()) < 295. (3.36) 
E'EA 


Inoltre, poichè per ogni € € A* si ha ay, (É) = A, e b(é') € B*, (3.34) implica 


Eee K(hesAAs(E)) < S+as. (3.37) 


Unendo (2.13), (3.37), (3.33) e (3.36) possiamo concludere 


S= inf K < max K(hesAa,(E)) < S+as £ Less 
5$(Ag,3)310) g'EA* (feana (€) e, 


= inf maxK(f(&)) < maxK(hesna,(€)) < 285. 
SEALaAAs EEA gd 
O 
Siamo ora in grado di provare il Teorema 3.1, mostrando che €.,s.\,\, è un livello 
critico asintotico di K ed applicando il Corollario 1.2. Useremo il seguente lemma di 
deformazione. 


Lemma 3.11 Sia Q un dominio limitato di H". Se £ € R non è un livello critico 
asintotico di K|xa) allora esiste a > 0 tale che per ogni o €]0,d[ esiste un omeomorfismo 
n di X(A) in D(O) tale che 


n({u € D(0) | K(u) < L+ 0}) C {ue D(M)|K(u) <l— 0}, (3.38) 
n(u)=u Vue (O) tale che |K(u)— |> 20. (3.39) 


Ricordiamo che £ si dice un livello critico asintotico di K|r(g) se esiste una succesione 
(ur) in X(9) tale che K(ux) + 2, d(K|m(a))(ux) + 0. Osserviamo esplicitamente che 
(dA(Klma))(ux) +0) & (dK(u) + 0) poichè per ogni u € M(Q) il gradiente K'(u) 
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è tangente a M(0Q) in u, essendo dK(u)u = 0 (cfr. (2.12)). La prova del Lemma 
3.11 è standard, si vedano ad esempio Rabinowitz [R] e Hofer [H, Lema 1]. A questo 
proposito, facciamo notare che M(0) è invariante per il flusso di gradiente di A. Inoltre 
Z(9) = M(Q) N X(0Q) con X(9) convesso e chiuso in S3(O) < {0}, e A” ammette la 
decomposizione (cfr. (2.12)) i 


K'(u) = r(u)(u—T(u)) 


dove 7 : S5(2) x {0} + R, r(u) = 2|lul|3* (r > 0 e localmente lipschitziana) e T' : 
S3(0) » {0} + Si(0), T(u) = Iul[?]|u]|3®"wu, essendo wu la (unica) soluzione debole di 


—Apnw, = |u[E#sgn(u) in Q 
w,=0 in 00 


e quindi 7 tale che T(X(0)) C X(0), per il principio di massimo debole per Ayn. 
Dimostrazione del Teorema 3.1 Manteniamo la notazione del Lemma 3.10 e, per 
brevità, poniamo £ = LesbA,, h = hesga,, A_= AzsK,, e 2 = de 4 Il Lemma 3.10 
afferma che 


SS max K(h(e))<L< 285. (3.40) 


In particolare esiste 00 > 0 tale che 
IE(A(E)) -L|> 200 VE E A. (3.41) 


Ragioniamo ora per assurdo supponendo che £ non sia un livello critico asintotico di 
K|x(a. Allora, per il Lemma 3.11, esistono €]0, co[ ed un omeomorfismo n di D(0) 


in Z(0) per i quali valgano (3. 38) e (3.39). Poniamo È = Roh, À = {Ro f|f € 
A} = {fe C(4,2(0)] fia = ha) er = {lf € È} dove 17 = {F(E)1E € 7}. 
Poichè K(R(u)) = K(u)si ha /= Di max K(Î(€)) — inf sp K(u). Grazie a (3.38) e 


al “principio di minimax” abbiamo m i £ T. D'altra parte, per ogni hi e Îe E | E A°, 
(3.41) e (3.39) danno n(f(&')) = n(k(€) = h(&). Dunque, per ogni fe À, nof e À, 
cioè n(17) = nof € I. Questo prova che n(T) CF e porta ad un assurdo. 

Pertanto £ è un livello critico asintotico di K|x(a). Ragionando come nella prova della 
Proposizione 3.4 (cfr. (3.15), (3.16) e (3.17)) possiamo allora trovare una successione di 


Palais-Smale non negativa (w,) di J al livello 7 = I Inoltre, per (3.40) ? ei, gb 
Poichè N è H-piatto, possiamo ora applicare il Corollario 1.2 e ottenere una lui 
debole non negativa uo di (1.1) in 0. 

O 
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